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Περίληψη. Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι η μελέτη και διερεύνηση του 
φαινομένου της εκροής ενός υγρού από μια μικρή κυκλική οπή ανοικτού κυλινδρικού 
δοχείου. Στο εργαστήριο Φυσικών Επιστημών του σχολείου μας, ελήφθη μια σειρά 
μετρήσεων της ταχύτητας εκροής του υγρού από την οπή, με στόχο να διαπιστωθεί από 
τους μαθητές, ποσοτικά, ο βαθμός απόκλισης των αποτελεσμάτων ενός πραγματικού 
υγρού, από τα θεωρητικά αναμενόμενα κατά την εφαρμογή του θεωρήματος του 
Torricelli και κατ’ επέκταση της εξίσωσης Bernoulli για ένα ιδανικό υγρό. 

Λέξεις κλειδιά: Εκροή, Torricelli, Bernoulli, ιδανικό- πραγματικό υγρό. 

Εισαγωγή 

Όταν μελετάμε ένα ρευστό, γεννάται το ερώτημα από τους μαθητές και όχι μόνο, αν τα 
αποτελέσματα που βρίσκουμε πειραματικά είναι συμβατά με τα θεωρητικά αποτελέσματα 
που προκύπτουν από την εξίσωση Bernoulli. Στα πλαίσια καινοτόμων σχολικών 
δραστηριοτήτων μία ομάδα μαθητών, Θετικών Σπουδών της Γ΄ Λυκείου, συμμετείχε στη 
διεξαγωγή μιας σειράς πειραμάτων, στο εργαστήριο Φυσικών Επιστημών του σχολείου μας, 
όπου με τη βοήθειά μας προσπαθήσαμε να απαντήσουμε στο παραπάνω ερώτημα. Στην 
πειραματική διάταξη που κατασκευάσαμε μελετάμε το φαινόμενο της εκροής υγρού, που 
περιέχεται μέσα σ’ ένα ανοικτό κυλινδρικό δοχείο από μια μικρή οπή που βρίσκεται κοντά 
στη βάση του δοχείου και εξετάζουμε πόσο απέχουν τα αποτελέσματα που προκύπτουν 
όσον αφορά την ταχύτητα εκροής του υγρού, από τα θεωρητικώς αναμενόμενα κατά την 
εφαρμογή της εξίσωσης Bernoulli. Η διαδικασία του πειράματος γίνεται σε δύο φάσεις. 

1η φάση: Υπολογισμός ταχύτητας εκροής  

 Κατά την εκτέλεση του πειράματος εφαρμόζουμε δύο μεθόδους. Με την πρώτη μέθοδο 
υπολογίζουμε την ταχύτητα εκροής του υγρού από την οπή, μετρώντας τη μέγιστη 
οριζόντια απόσταση του υγρού (βεληνεκές). Με τη δεύτερη μέθοδο υπολογίζουμε την 
ταχύτητα εκροής του υγρού από την οπή εφαρμόζοντας το νόμο του Bernoulli, με την 
προϋπόθεση ότι οι συνθήκες του πειράματος είναι οι κατάλληλες. Με το πέρας των 
πειραμάτων παρατηρήθηκε ότι τα αποτελέσματα, που προέκυψαν από τις δύο μεθόδους, 
απέχουν αισθητά μεταξύ τους.  

2η φάση: Χρονική μέτρηση 

Σε αυτή τη φάση εκτελώντας το πείραμα μετράμε το χρόνο που απαιτείται ώστε η ελεύθερη 
επιφάνεια του υγρού να φτάσει σε κάποιο συγκεκριμένο ύψος από την οπή. Με κατάλληλη 
μαθηματική επεξεργασία υπολογίζουμε το συντελεστή εκροής μ, με τη βοήθεια του οποίου 
μπορούμε να συσχετίσουμε την πραγματική ταχύτητα εκροής με την αντίστοιχη θεωρητική.  
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Θεωρητικό πλαίσιο 

Ο όρος ρευστά περιλαμβάνει τα υγρά και τα αέρια. Τα ρευστά λαμβάνουν το σχήμα του 
χώρου, στον οποίο περιέχονται. Η διαφορά μεταξύ υγρών και αερίων συνίσταται στο ότι τα 
υγρά έχουν πολύ μικρή συμπιεστότητα σε σύγκριση με εκείνη των αερίων. Για τις 
περισσότερες εφαρμογές το νερό μπορεί να θεωρηθεί ασυμπίεστο. Για παράδειγμα 
απαιτούνται 200 atm για να μειωθεί ο όγκος του κατά 1%. Αντίθετα ο αέρας συμπιέζεται 
εύκολα με σημαντική μεταβολή του όγκου (Αθανασιάδης 1987; Φλυτζάνης, 2013).  

 

 

 

Σχήμα 1. Αναπαράσταση για στρωτή (αριστερά) και τυρβώδη ροή (δεξιά) 

 Η κίνηση ενός υγρού κατά μήκος ορισμένης διαδρομής, δηλαδή η ροή, υπόκειται γενικά σε 
μεταβολές της ταχύτητας τόσο ως προς το σημείο στο οποίο η ταχύτητα αυτή μετριέται, 
όσο και σε σχέση προς τη χρονική στιγμή κατά την οποία πραγματοποιείται η μέτρηση. Για 
χαμηλές ταχύτητες, θεωρώντας ότι το υγρό κινείται κατά στρώματα παράλληλα μεταξύ 
τους, τα στρώματα αυτά κινούνται ομαλά το ένα επί του άλλου, οπότε έχουμε τη στρωτή 
(σχήμα 1), ή παράλληλη ροή (laminar). Στη στρωτή ροή η ταχύτητα των μορίων του υγρού 
σε ένα δεδομένο σημείο εξαρτάται μόνο από τη θέση του σημείου αυτού. Η στρωτή ροή 
ευνοείται για: α) μικρή ταχύτητα ρευστού, β) μικρή διάμετρο σωλήνα, γ) μεγάλο ιξώδες 
(παχύρρευστο υγρό). Στην περίπτωση αυτή η παροχή του υγρού από δεδομένη τομή, 
παραμένει σταθερή. Η παροχή Π, ενός σωλήνα που διαρρέεται από ένα υγρό είναι η 
ποσότητα του υγρού που διέρχεται από μια διατομή του σωλήνα ανά μονάδα χρόνου· αν 
δεν υπάρχουν διαρροές ή άλλες απώλειες από τα τοιχώματα του σωλήνα, η παροχή 
παραμένει σταθερή και για οποιαδήποτε άλλη διατομή του σωλήνα.    

Η κίνηση των πραγματικών υγρών είναι πολύπλοκη και δεν έχει κατανοηθεί πλήρως μέχρι 
σήμερα. Η κατάσταση και η μορφή της ροής ενός υγρού σε μια στερεή επιφάνεια εξαρτάται 
κυρίως από την ταχύτητα του υγρού ως προς αυτήν την επιφάνεια (Γκανούλης 2007). Με 
την αύξηση της ταχύτητας εμφανίζονται διαταραχές που προκαλούν ανάμιξη των 
στρωμάτων του υγρού μεταξύ τους, αναπτύσσονται δυνάμεις τριβής μεταξύ των μορίων 
τους (εσωτερική τριβή-ιξώδες) αλλά και μεταξύ των μορίων τους και των τοιχωμάτων του 
σωλήνα μέσα στον οποίο πραγματοποιείται η κίνηση (δυνάμεις συνάφειας). Αν οι 
διαταραχές αυτές υπερβούν κάποιο όριο το ρευστό δημιουργεί κατά τη ροή του δίνες και η 
ροή λέγεται τυρβώδης (turbulent) ή στροβιλώδης (Αυλωνίτης 2005). Στην κατάσταση 
τυρβώδους ή στροβιλώδους ροής, οι γραμμές ροής έχουν την μορφή ακανόνιστων 
καμπυλών που (σε δισδιάστατη προβολή) τέμνουν συνεχώς η μία την άλλη δίνοντας την 
εικόνα ροής με στροβιλισμούς (σχήμα 1). Στην περίπτωση όπου η ροή ενός ρευστού δεν 
παρουσιάζει εσωτερικές τριβές (nonviscous flow) και τριβές με τα τοιχώματά του σωλήνα 
μέσα στον οποίο ρέει και επιπλέον το ρευστό είναι ασυμπίεστο χαρακτηρίζεται ως ιδανικό. 
Η ποιοτική διαφορά μεταξύ της στρωτής και της τυρβώδους ροής συνίσταται στους 
διαφορετικούς νόμους, που ακολουθούν οι αντιστάσεις στη ροή, όταν μεταβαίνουμε από 
το ένα είδος ροής στο άλλο (Brodkey 1967; Grose 1983). Στη στρωτή ροή οι απώλειες 
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ενέργειας είναι ανάλογες της ταχύτητας, ενώ στην τυρβώδη ανάλογες του τετραγώνου της 
ταχύτητας (Τσαγγάρης 2005; Παπαϊωάννου 2002). 

 Πολλοί επιστήμονες εξέτασαν τη συμπεριφορά της ροής σε κλειστούς αγωγούς, αλλά 
πρώτος ο Βρετανός φυσικός Osborne Reynolds, προσδιόρισε τις παραμέτρους που 
επηρεάζουν τη ροή αυτή και καθόρισε ένα αδιάστατο μέγεθος, που ονομάζεται αριθμός 
Reynolds Re. Για ροή υγρού σε κυλινδρικό σωλήνα ο αριθμός Re δίνεται από τη σχέση:  



 
Re   (1) 

όπου υ, η ταχύτητα του ρευστού, δ, η διάμετρος διατομής του σωλήνα και υιξ, το 
κινηματικό ιξώδες, που εκφράζει το μέτρο της αντίστασης στη ροή ενός ρευστού, κάτω από 
την επίδραση της βαρύτητας. Οι δύο βασικότεροι τύποι ροής που καθορίζονται από τον 
αριθμό Reynolds είναι οι βραδείες ροές, όπου Re<<1 και οι ταχείες ροές, όπου Re>>1. 
Επιπλέον, όταν Re>>1, η ροή μπορεί να διαχωριστεί σε τρεις κατηγορίες, τη στρωτή ροή, τη 
μεταπτωτική ή μεταβατική ροή και τη τυρβώδη ροή (σχήμα 2). Ο αριθμός Reynolds 
υπεισέρχεται στον υπολογισμό της κρίσιμης ταχύτητας υc, πάνω από την οποία, η στρωτή 
ροή ενός ρευστού μετατρέπεται σε τυρβώδη. Η κρίσιμη ταχύτητα κάθε ρευστού εξαρτάται 
και από την πυκνότητά του ρ και από το συντελεστή εσωτερικής τριβής ή συντελεστή 
ιξώδους (Streeter et al. 2000).   

 

 

 

 

 

Σχήμα 2. Χρονικές μεταβολές της στιγμιαίας ταχύτητας u(t) σε κάθε είδος ροής 

Για τα Νευτώνεια υγρά ισχύει: υιξ=η/ρ. Γίνεται φανερό πως αν υιξ=0 (ιδανικό ρευστό),    ο 
αριθμός Re γίνεται άπειρος και ως εκ τούτου η ροή είναι τυρβώδης (Saleta et al. 2005; 
Sharp-Edged 1999). Για τιμές Re < 2100 (περίπου), η ροή παραμένει στρωτή, ενώ για 2100 
< Re < 4000, είμαστε στην κρίσιμη μεταβατική περιοχή, στην οποία η ροή μπορεί να είναι 
στρωτή ή τυρβώδης. Εάν Re > 4000 περίπου, η ροή μετατρέπεται σε τυρβώδη. Το νερό 

είναι μία πολύ καλή προσέγγιση του ιδανικού ρευστού αφού sm /10 26 . Θα πρέπει να 

επισημάνουμε ότι η μετάβαση της ροής από στρωτή σε τυρβώδη δεν γίνεται απότομα και 
σε σύντομο χρονικό διάστημα (Hughes et al. 2005; Massey 1975). Καθώς ο αριθμός Re 
αυξάνεται σε μια αρχικά στρωτή ροή, εμφανίζονται αρχικά έντονες παροδικές 
διακυμάνσεις της ταχύτητας μικρής διάρκειας. Με τη συνεχιζόμενη αύξηση του αριθμού 
Re, αυτές οι διακυμάνσεις της ταχύτητας εμφανίζονται με μεγαλύτερη συχνότητα και 
διάρκεια. Τέλος, από κάποια τιμή του αριθμού Re και μετά, οι διακυμάνσεις αυτές 
ενώνονται μεταξύ τους, οπότε η ροή γίνεται τυρβώδης ((Guerra et al. 2005; Hughes 2005; 
Ramamurthi 1999). Η ροή που εμφανίζει διαδοχικές περιόδους στρωτής και τυρβώδους 
ροής ονομάζεται μεταβατική (σχήμα 2).   
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Ο χαρακτηρισμός της ροής από κινηματική άποψη ως μόνιμη η μη-μόνιμη γίνεται με βάση 
το χρόνο t. Όταν η ροή δεν μεταβάλλεται με το χρόνο ή όταν όλες οι χρονικές παράγωγοι 
των ταχυτήτων ροής στις εξισώσεις ροής είναι ίσες με μηδέν, η ροή χαρακτηρίζεται ως 
μόνιμη (Judd et al. 1906; Ireland 1971; Lienhard et al. 1984). 

Ποσοτικά η ροή εκφράζεται από την παροχή Π. Η μαθηματική της έκφραση είναι:  

A
dt

dV
   (2) 

όπου Α, η διατομή της φλέβας και υ, η ταχύτητα του υγρού. 

Εξίσωση συνέχειας: Η παροχή παραμένει σταθερή κατά μήκος μίας φλέβας (ενός σωλήνα), 
που διαρρέεται από υγρό. Η εξίσωση αυτή είναι άμεση συνέπεια της αρχής διατήρησης της 
ύλης. Η μαθηματική της έκφραση είναι:  

2211     (3) 

Εξίσωση Bernoulli: Η εξίσωση αυτή είναι αποτέλεσμα της αρχής διατήρησης της ενέργειας 
σε κινούμενο υγρό. Σύμφωνα με αυτή για κίνηση κατά μήκος μιας ρευματικής γραμμής σε 
ιδανικό ρευστό, σε κάθε σημείο, το άθροισμα της πίεσης, της κινητικής ενέργειας και της 
δυναμικής ενέργειας ανά μονάδα όγκου είναι σταθερό (Batchelor 1967; Duncan et al. 
1970). Η μαθηματική της έκφραση είναι:  

.
2

1 2   ghp   (4) 

 Η χρήση της εξίσωσης Bernoulli έχει τρεις προϋποθέσεις: 
• ιδανικό ρευστό 
• ασυμπίεστο ρευστό 
• μόνιμη ροή 
 

 

 

 

 

 

Σχήμα 3. Ανοικτό δοχείο στη βάση του οποίου υπάρχει στόμιο εκροής  

Για να έχουμε μόνιμη ροή πρέπει να έχουμε και στρωτή ροή καθώς η τυρβώδης ροή είναι 
ένα μη μόνιμο φαινόμενο. Συνεπώς, όταν χρησιμοποιούμε την εξίσωση Bernoulli θεωρούμε 
πως η ροή είναι μόνιμη και ως εκ τούτου στρωτή. Άρα, η εφαρμογή της εξίσωσης Bernoulli 
σε πραγματικά ρευστά, δηλαδή σε πραγματικές συνθήκες, δίνει προσεγγιστικά 
αποτελέσματα καθώς καμία από αυτές τις συνθήκες δεν ισχύει 100%. 



44  Ι. Σφαέλος, Γ. Φύττας, Α. Ευσταθίου 

 

Εφαρμόζοντας το νόμο Bernoulli (σχήμα 3), για τις θέσεις Ε (ελεύθερη επιφάνεια του υγρού 
στο δοχείο) και Κ (στόμιο εκροής), λαμβάνοντας υπόψη ότι τόσο στο Ε όσο και στο Κ η 
πίεση είναι η ατμοσφαιρική, παίρνουμε: 

gypgyp atEat 2
2

1

2

1 2222      (5) 

Λαμβάνοντας υπόψη και την εξίσωση συνέχειας για τα ίδια σημεία Ε, Κ, έχουμε: 
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  (6) 

Από τις σχέσεις (5), (6) καταλήγουμε: 
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Σχήμα 4. Προσδιορισμός χρόνου καθόδου ελεύθερης επιφάνειας νερού 
μέσω εκροής από οπή 

όπου r, R, οι ακτίνες της διατομής της οπής και του δοχείου αντίστοιχα. Αν το εμβαδόν 
διατομής της επιφάνειας του δοχείου ΑΕ είναι πολύ μεγαλύτερο από το εμβαδόν διατομής 
Α του στομίου εκροής, η σχέση (7) γίνεται: 

gy2    (8) 

 Η σχέση αυτή αποτελεί τη μαθηματική έκφραση του θεωρήματος του Τοrricelli: Η ταχύτητα 
εκροής υγρού που εξέρχεται από στόμιο ανοικτού δοχείου, αποκτά τιμή ίση με αυτήν που 
θα είχε εάν αυτό εκτελούσε ελεύθερη πτώση από ύψος ίσο με την υψομετρική διαφορά 
του σημείου εξόδου από την ελεύθερη επιφάνειά του στο δοχείο. 

Η ταχύτητα εκροής που υπολογίσαμε από τη σχέση (8) αναφέρεται σ’ ένα ιδανικό υγρό. Στα 
πραγματικά υγρά, η ταχύτητα εκροής είναι μικρότερη λόγω απωλειών ενέργειας που 
οφείλονται στις εσωτερικές τριβές, τριβές του υγρού με τα τοιχώματα του δοχείου και της 
οπής και εξαρτάται εκτός από το συντελεστή εσωτερικών τριβών και από το σχήμα της οπής 
εκροής (Medaugh et al. 1940; Munson et al. 1998). Εξάλλου, η ροή υγρού μέσα σε μια 
στερεή επιφάνεια δημιουργεί στην άμεση περιοχή της στερεής επιφάνειας, μια έντονη 
μεταβολή της ταχύτητας του ρευστού. Αυτό συμβαίνει γιατί τα σωματίδια του υγρού που 
βρίσκονται σε επαφή με τη στερεή επιφάνεια, προσκολλώνται πάνω σ΄ αυτήν και εφόσον η 
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επιφάνεια είναι ακίνητη, η ταχύτητα των σωματιδίων είναι μηδενική. Το γεγονός αυτό έχει 
ως αποτέλεσμα την ανάπτυξη αντίστασης κατά τη ροή. Επομένως η επίδραση του ιξώδους 
δεν μπορεί να αμεληθεί. Η περιοχή της ροής, το λεπτό στρώμα γύρω από το στερεό, μέσα 
στην οποία η ταχύτητα του ρευστού αυξάνει από την τιμή μηδέν, πάνω στην επιφάνεια του 
ορίου, έως την τιμή του ελεύθερου ρεύματος όπου η ροή θεωρείται ιδανική (χωρίς τριβή), 
ονομάζεται οριακό στρώμα. Το χαρακτηριστικό μέγεθος του οριακού στρώματος είναι το 
πάχος του δ, και ορίζεται ως η κάθετη απόσταση από την επιφάνεια του στερεού ορίου, 
που η ταχύτητα γίνεται ίση με το 99% της ελεύθερης ρευματικής ταχύτητας u∞ (Σιώκης, 
2015). Συνεπώς, η πραγματική ταχύτητα εκροής υπολογίζεται μέσω του συντελεστή εκροής 
μ, από την εξίσωση:  

     (9) 

Ο συντελεστής εκροής μ, είναι αδιάστατος και υπολογίζεται πειραματικά, όπως θα 
αναφέρουμε παρακάτω. 

Έστω ανοικτό κυλινδρικό δοχείο γεμάτο με νερό που μπορεί να εκρέει ελεύθερα από οπή 
που βρίσκεται σε απόσταση d από τον πυθμένα του δοχείου. Έστω Η, το ύψος του νερού 
πάνω από την οπή και t ο χρόνος που απαιτείται ώστε η ελεύθερη επιφάνεια του νερού να 
φθάσει σε απόσταση y από την οπή (σχήμα 4). Αν θεωρήσουμε ότι το εμβαδόν διατομής 
της επιφάνειας του δοχείου είναι πολύ μεγαλύτερο από το εμβαδόν διατομής της οπής, 
μπο- ρούμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα Τοrricelli, όταν η ελεύθερη επιφάνεια του νερού 
είναι y, πάνω από την οπή, οπότε η θεωρητική τιμή της παροχής στην οπή είναι: 

gyrgy 22 2     (10) 

Η πραγματική παροχή επομένως θα είναι: 

gyr 22    (11) 

Η παροχή αυτή Ππρ, θα είναι ίση με τη μεταβολή του όγκου του νερού στο δοχείο στη 

μονάδα του χρόνου: 
dt

dy
R

dt

dy
A

dt

dV 2   το αρνητικό σημείο υπάρχει επειδή το νερό 

εγκαταλείπει το δοχείο, οπότε ο όγκος του νερού ελαττώνεται). Άρα θα έχουμε: 

 yd
gr

R
dt

dt

dy
Rgyr 
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Θέτοντας:  

gr

R
k

2
2









  (12) 

η προηγούμενη σχέση γίνεται: 

     Hy
k

tyd
k

dtyd
k

dt

y

H

t

  
0

 

Αν θέσουμε: zy  , καταλήγουμε στη σχέση:  



46  Ι. Σφαέλος, Γ. Φύττας, Α. Ευσταθίου 

 

Ht
k

z 


   (13) 

που η γραφική της παράσταση z-t, είναι μια ευθεία με κλίση μ/k, οπότε υπολογίζουμε το 
συντελεστής εκροής μ.  

Πειραματική διαδικασία-Μαθηματική επεξεργασία μετρήσεων 

 Στις δραστηριότητες που πραγματοποιήσαμε στα πλαίσια αυτής της εργασίας χρησιμο-
ποιήσαμε διατάξεις και όργανα που υπάρχουν σε όλα τα Εργαστήρια Φυσικών Επιστημών 
των Λυκείων της χώρας εκτός από έναν κυλινδρικό σωλήνα από πλεξιγκλάς μήκους L=60cm, 
εξωτερικής διαμέτρου 6,5cm κι εσωτερικής 6,0cm (πάχος 0,5cm) και κλειστό στο ένα άκρο 
του. Σε ύψος 10cm από τη βάση ανοίχθηκαν δύο κυκλικές οπές με διαμέτρους δ1=2mm και 
δ2=4mm αντίστοιχα. Κατακόρυφα στα τοιχώματα του σωλήνα κολλήσαμε μια βαθμονο-
μημένη ταινία από 0-60cm, με το μηδέν της κλίμακας στο ανοικτό μέρος του σωλήνα, και με 
διαβαθμίσεις ανά 5cm (σχήμα 5).      
                                                                   
Αναλυτικά τα υλικά που χρησιμοποιήθηκαν: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήμα 5. Υλικά του πειράματος 

 Το μεταλλικό πλαίσιο με το γυάλινο κάλυμμα της λεκάνης κυματισμών. 

 Η μεγάλη γυάλινη λεκάνη από την οργανοθήκη της χημείας που τοποθετείται κάτω 
από τη λεκάνη κυματισμών για την εκροή των υγρών.  

 Μετροταινία 50cm που την τοποθετούμε στη κάτω επιφάνεια του γυάλινου καλύμ-
ματος της λεκάνης κυματισμών για τη μέτρηση του βεληνεκούς (σχήμα 6). 

 Μεταλλική βάση, ράβδος 0,7m, σύνδεσμοι απλοί και λαβίδες για τη στήριξη του 
αισθητήρα κίνησης (Motion Detector) (σχήμα 5). 

 Κυκλικό κομμάτι διαφάνειας διαμέτρου 5cm. 
 

Σύστημα μετρήσεων: Για να μετρήσουμε τη θέση της επιφάνειας του νερού στο σωλήνα 
χρησιμοποιήσαμε το Σύστημα Σύγχρονης Λήψης και Απεικόνισης (ΣΣΛΑ) της Vernier που 
διαθέτει το σχολείο, σε συνδυασμό με τον αισθητήρα κίνησης (Motion Detector). 
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Σχήμα 6. Γυάλινη λεκάνη με μετροταινία 

Η απεικόνιση των δεδομένων γίνεται μέσω του συστήματος LabPro-Vernier και του 
λογισμικού Logger Pro 3.8.2 που έχει εγκατασταθεί σε φορητό υπολογιστή σε μορφή 
γραφικών παραστάσεων Position-Time & Velocity-Time αλλά και με Πίνακες τιμών. 

Ο αισθητήρας Motion Detector τοποθετήθηκε στο πάνω ανοικτό μέρος του σωλήνα και σε 
ύψος 15-20cm από αυτό. Στο πάνω μέρος της επιφάνειας του νερού αφέθηκε η κυκλική 
διαφάνεια διαμέτρου 5cm ώστε πάνω της να ανακλώνται οι παλμοί που εκπέμπει ο αισθη-
τήρας (σχήμα 5). 

Ρυθμίσεις συστήματος Lab Pro: Γεμίζουμε το σωλήνα με νερό μέχρι το επιθυμητό ύψος. 
Τοποθετούμε τον αισθητήρα ακριβώς πάνω από τη στάθμη του νερού και με το στόμιο 
προς τα κάτω. Θέτουμε το διακόπτη ευαισθησίας στην επιλογή «Track». 
Ανοίγουμε το περιβάλλον Logger Pro 3.8.2 και μηδενίζουμε την αρχική θέση του αισθητήρα 
επιλέγοντας “Experiment” από το οριζόντιο Μενού και στη συνέχεια “Zero” από την 
αναδυόμενη λίστα επιλογών. Η ένδειξη του αισθητήρα γίνεται Position 0 και Velocity 0. 

Από το οριζόντιο μενού επιλέγουμε “Data Collection” και συμπληρώνουμε τη διάρκεια και 
το ρυθμό δειγματοληψίας: 

Στη δραστηριότητα που χρησιμοποιούμε τη μικρή οπή (δ1=2mm) θέτουμε:  
Duration: 15min & Samples Rate: 10samples/min. 

Στη δραστηριότητα που χρησιμοποιούμε τη μεγάλη οπή (δ2=4mm) θέτουμε:  
Duration: 1,5min & Samples Rate: 20samples/min. 

Υπολογισμός της ταχύτητας εκροής του υγρού  

 Κατά τη διεξαγωγή του πειράματος στο εργαστήριο, σημειώνουμε τη θερμοκρασία του 
χώρου θ=18ο C. Την επιτάχυνση βαρύτητας τη θεωρούμε g=9,81m/s2. Η απόσταση των 
οπών από τη βάση του δοχείου είναι d=10cm.  
Ο υπολογισμός της ταχύτητας υο, με την οποία εκρέει ένα υγρό που βρίσκεται μέσα σε 
κυλινδρικό δοχείο από κυκλική οπή θα γίνει με δύο μεθόδους. Η πρώτη μέθοδος βασίζεται 
στη μέτρηση της μέγιστης οριζόντιας απόστασης (βεληνεκές), της οριζόντιας βολής που 
εκτελεί το υγρό μετά την έξοδό του από την οπή (σχήμα 4). Όπως γνωρίζουμε, οι σχέσεις 

της οριζόντιας βολής είναι: ,max tx   2

2
1 gtd   και απαλείφοντας το χρόνο βρίσκουμε:   
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max
2

x
d

g
    (14) 

Η συγκεκριμένη μέθοδος εφαρμόζεται για το νερό σε δύο διαφορετικής διατομής οπές και 
για το οινόπνευμα για μια οπή. 

Στη δεύτερη μέθοδο εφαρμόζουμε την εξίσωση Bernoulli, όπως αναφέραμε αναλυτικά στο 
θεωρητικό πλαίσιο. 

1η μέθοδος:  Γεμίζουμε το σωλήνα με νερό μέχρι το ύψος των 60cm, κρατώντας κλειστά τα 
δύο στόμια των οπών. Όταν αφήσουμε ελεύθερο το στόμιο της μιας οπής αρχίζει η εκροή 
του νερού και μετράμε το βεληνεκές xmax, με τη βοήθεια της μετροταινίας, που είναι 
τοποθετημένη στην κάτω επιφάνεια του γυάλινου καλύμματος της λεκάνης κυματισμών. 
Επαναλαμβάνουμε τη μέτρηση του βεληνεκούς για κάθε 5cm καθόδου της ελεύθερης 
επιφάνειας του νερού στο σωλήνα.  

Επαναλαμβάνουμε το παραπάνω πείραμα μόνο που αντί για νερό χρησιμοποιούμε το 
οινόπνευμα εμπορίου (μπλε) και γεμίζουμε το σωλήνα μέχρι το ύψος των 40cm (σχήμα 7).  

Παρακάτω βλέπουμε στους Πίνακες 1, 2 τις μετρήσεις του βεληνεκούς και τα αποτελέσματα 
για την ταχύτητα εκροής νερού από κυκλική οπή διαμέτρου δ1=2mm και δ2=4mm 
αντίστοιχα. Στον Πίνακα 3 που ακολουθεί, βλέπουμε τις αντίστοιχες μετρήσεις και τα 
αποτελέσματα για οινόπνευμα που εκρέει από κυκλική οπή διαμέτρου δ1=2mm. 

Πίνακας 1. 1η μέθοδος με νερό, για κυκλική οπή διαμέτρου δ1=2mm 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Πίνακας 2. 1η μέθοδος με νερό, για κυκλική οπή διαμέτρου δ2=4mm 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

h (cm) xmax (cm) 
√

𝐠

𝟐𝐝
  (s

-1
) 

υο (m/s) 

 5 34,0  

 

 

    

    7,0 

2,38 

10 32,0 2,24 

15  29,40 2,06 

20     27,0 1,89 

25  24,40 1,71 

30  21,30 1,49 

35  18,40 1,29 

39     15,0 1,05 

h (cm) xmax (cm) 
√

𝐠

𝟐𝐝
  (s

-1
) 

υο (m/s) 

 5 33,20  

 

 

 

7,0 

2,32 

10 30,40 2,13 

15     28,0 1,96 

20 25,40 1,78 

25 22,90 1,60 

30     20,0 1,40 

35     17,0 1,19 

40     14,80 1,04 
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Πίνακας 3. 1η μέθοδος με οινόπνευμα, για κυκλική οπή διαμέτρου δ1=2mm 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2η μέθοδος:  Γεμίζουμε το σωλήνα με νερό μέχρι το ύψος των 60cm, κρατώντας κλειστά τα 
δύο στόμια των οπών. Αφήνουμε ελεύθερο το στόμιο της μιας οπής διαμέτρου δ1=2mm, 
οπότε αρχίζει η εκροή του νερού και με τη βοήθεια του ΣΣΛΑ σε συνδυασμό με τον 
αισθητήρα κίνησης παίρνουμε για κάθε χρονική στιγμή t, την απόσταση h, που διανύει η 
στάθμη του νερού στο σωλήνα. Ο υπολογισμός της ταχύτητας εκροής υο, έγινε με την 
εφαρμογή του θεωρήματος Τοrricelli (σχέση 8). Τα αποτελέσματα που παίρνουμε φαίνονται 
στον Πίνακα 4.  

Επαναλαμβάνουμε το παραπάνω πείραμα, αφήνοντας τώρα ελεύθερο το στόμιο της μιας 
οπής διαμέτρου δ2=4mm. Ο υπολογισμός της ταχύτητας εκροής υο, έγινε με εφαρμογή της 
σχέσης 7. Τα αποτελέσματα που παίρνουμε φαίνονται στον Πίνακα 5. 

Τέλος, εκτελούμε το πείραμα με οινόπνευμα γεμίζοντας το σωλήνα μέχρι το ύψος των 
40cm. Αφήνοντας ελεύθερο το στόμιο της μιας οπής διαμέτρου δ1=2mm και εφαρμόζοντας 
τη σχέση 8, παίρνουμε τα αποτελέσματα που φαίνονται στον Πίνακα 6. 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
  
 

 Σχήμα 7. Σωλήνας με οινόπνευμα 

 

 

h (cm) xmax (cm) 
√

𝐠

𝟐𝐝
  (s

-1
) 

υο (m/s) 

 5 25,40  

 

 

    7,0 

1,78 

10     22,30 1,56 

15     19,0 1,33 

20     15,0 1,05 

25      9,0 0,63 

 30      3,30 0,23 
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Πίνακας 4. 2η μέθοδος με νερό, για κυκλική οπή διαμέτρου δ1=2mm 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Πίνακας 5. 2η μέθοδος με νερό, για κυκλική οπή διαμέτρου δ2=4mm. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Πίνακας 6. 2η μέθοδος με οινόπνευμα, για κυκλική οπή διαμέτρου δ1=2mm. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Υπολογισμός του συντελεστή εκροής μ: 

Από τη σχέση (12), υπολογίζουμε τη σταθερά k, για το νερό ή το οινόπνευμα που εκρέει 
από κυκλική οπή διαμέτρου δ1=2mm: 
 

sm
gr

R
k 








 2/1

2

37,406
2

 

t (s) h (cm) y (cm) 𝐳 = √𝐲    

(𝐦𝟏/𝟐) 

𝛖𝛐 (m/s) 𝛖𝛑 = 𝛍𝛖𝛐  
(m/s) 

96  5 45 0,671 2,97 0,98 

147 10 40 0,632 2,80 0,92 

195 15       35 0,592 2,62 0,86 

254 20       30 0,548 2,43 0,80 

335 25       25 0,500 2,21 0,73 

416 30       20 0,447 1,98 0,59 

499 35       15 0,387 1,72 0,57 

654 39       11 0,332 1,47 0,49 

t (s) h (cm) y (cm) 𝐳 = √𝐲    

(𝐦𝟏/𝟐) 

𝛖𝛐 (m/s) 𝛖𝛑 = 𝛍𝛖𝛐 
(m/s) 

18,8  5 45 0,671 2,98 1,91 

24,0 10 40 0,632 2,81 1,80 

30,0 15       35 0,592 2,63 1,68 

36,5 20       30 0,548 2,43 1,56 

44,4 25       25 0,500 2,22 1,42 

51,0 30       20 0,447 1,99 1,27 

64,0 35       15 0,387 1,72 1,10 

72,0 39       11 0,332 1,47 0,94 

t (s) h (cm) y (cm) 𝐳 = √𝐲    

(𝐦𝟏/𝟐) 

𝛖𝛐 (m/s) 𝛖𝛑 = 𝛍𝛖𝛐 
(m/s) 

54  5 45 0,671 2,97 0,71 

108 10 40 0,632 2,80 0,67 

168 15       35 0,592 2,62 0,63 

240 20       30 0,548 2,43 0,58 

330 25       25 0,500 2,21 0,53 

448 30       20 0,447 1,98 0,48 
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Από τη γραφική παράσταση z=f(t), της σχέσης (13), βρίσκοντας την κλίση της ευθείας που 
προκύπτει, υπολογίζουμε το συντελεστή εκροής μ: 

μ/k = - 8∙10-4, οπότε: μ=0,33 (για το νερό, σχήμα 8) 

μ/k = - 6∙10-4, οπότε: μ=0,24 (για το οινόπνευμα, σχήμα 10)  

Αντίστοιχα, για το νερό που εκρέει από κυκλική οπή με διάμετρο δ1=4mm, προκύπτει ότι 

k = -101,59 sm 2/1  και με την ίδια διαδικασία όπως προηγουμένως, υπολογίζουμε το 
συντελεστή εκροής μ: 

μ/k=-6,3∙10-3, οπότε: μ=0,64 (για το νερό, σχήμα 9) 

Σύμφωνα με τη σχέση (9), εφόσον γνωρίζουμε την τιμή του συντελεστή εκροής μ, μπορούμε 
να υπολογίσουμε την πραγματική ταχύτητα εκροής υπ, του υγρού (όπως φαίνεται στις 
τελευταίες στήλες των πινάκων 4, 5 και 6). Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (1) τις τιμές της 
ταχύτητας εκροής υπ, προκύπτουν ότι o αριθμός Reynolds Re, για το νερό (υιξ=10-6m2/s), 
που εκρέει από κυκλική οπή διαμέτρου 2mm, παίρνει τιμές στο διάστημα 980-1960 
περίπου (στρωτή ροή), για το νερό που εκρέει από κυκλική οπή διαμέτρου 4mm, 
παίρνει τιμές στο διάστημα 3760-7640 περίπου (τυρβώδης ροή), ενώ για το οινόπνευμα 
(υιξ=1,5∙10-6m2/s), που εκρέει από κυκλική οπή διαμέτρου 2mm, παίρνει τιμές στο 
διάστημα 640-950 περίπου (στρωτή ροή). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήμα 8. Διάγραμμα z-t για νερό από κυκλική οπή διαμέτρου δ1=2mm 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήμα 9. Διάγραμμα z-t για νερό από κυκλική οπή διαμέτρου δ2=4mm 
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Σχήμα 10. Διάγραμμα z-t για οινόπνευμα από κυκλική οπή διαμέτρου δ1=2mm 

 
Αν τροποποιήσουμε τη σχέση (13), λύνοντας ως προς y, παίρνουμε: 

HtH
k

t
k

yHt
k

y 










22

2

   (14)  

Οι γραφικές παραστάσεις y-t, για κάθε περίπτωση που εξετάσαμε, φαίνονται στα 
παρακάτω σχήματα 11, 12 και 13. 

 

 

 

 
 
 
 

Σχήμα 11. Διάγραμμα y-t για νερό από κυκλική οπή διαμέτρου δ1=2mm 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήμα 12. Διάγραμμα y-t για νερό από κυκλική οπή διαμέτρου δ1=4mm 
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Σχήμα 13. Διάγραμμα y-t για οινόπνευμα από κυκλική οπή διαμέτρου δ1=2mm 

Συμπεράσματα  

Ο υπολογισμός της ταχύτητας με την οποία εκρέει ένα υγρό που βρίσκεται μέσα σε 
κυλινδρικό δοχείο από κυκλική οπή, με τις δύο μεθόδους που αναφέραμε προηγουμένως, 
όπου η 1η μέθοδος βασίζεται στη μέτρηση της μέγιστης οριζόντιας απόστασης (βεληνεκές), 
της οριζόντιας βολής που εκτελεί το υγρό μετά την έξοδό του από την οπή και η 2η μέθοδος 
με εφαρμογή της εξίσωσης Bernoulli, γίνεται σαφές ότι δίνουν αποτελέσματα, τα οποία 
αποκλίνουν μεταξύ τους. Η απόκλιση αυτή οφείλεται σε σφάλματα που προέκυψαν κατά 
την διαδικασία εκτέλεσης του πειράματος, αλλά κυρίως στην ενέργεια που φαίνεται να 
χάνεται και μετατρέπεται σε θερμότητα μέσω των τριβών (εσωτερική τριβή του υγρού, και 
τριβή με τα τοιχώματα του δοχείου). Όπως αποδεικνύεται θεωρητικά και πειραματικά σε 
δοχείο με σταθερή εσωτερική διατομή οι απώλειες λόγω τριβών εξαρτώνται από τη φύση 
του ρευστού, την ταχύτητά του όπως επίσης και από τα κατασκευαστικά στοιχεία του 
δοχείου λ.χ. το μήκος του, τη διάμετρο του, τη τραχύτητά του κ.τ.λ.  

Θα πρέπει επίσης να ληφθεί υπόψη, ότι η διατομή της στήλης εξόδου του υγρού από την 
οπή δεν ταυτίζεται με τη διατομή της οπής, εξ αιτίας δυνάμεων συνοχής που επενεργούν 
εντονότερα, όταν το υγρό έχει εγκαταλείψει το δοχείο. 

Σε αυτό το σημείο είναι χρήσιμο να θυμηθούμε όλες τις υποθέσεις που κάναμε κατά την 
εξαγωγή της εξίσωσης του Bernoulli, που είναι:  
α) ροή χωρίς τριβές,  
β) ασυμπίεστο υγρό,  
γ) ομογενές υγρό και  
δ) μόνιμη ροή.  

Είναι φανερό, ότι κάτι συμβαίνει στη ροή όταν ο αριθμός Reynolds ξεπεράσει την τιμή 2000 
περίπου. Αποδεικνύεται ότι οι απώλειες ενέργειας λόγω της τριβής σε κάποιο υγρό 
εξαρτώνται από το εάν η ροή είναι στρωτή ή τυρβώδης. Η ροή μπορεί να μετατραπεί σε 
στρωτή εάν μειώσουμε το Re σε τιμές μικρότερες από το 2000 (Fox et al. 1992). Σύμφωνα 
με τη σχέση:  



 
Re  

μπορούμε να το πετύχουμε αυτό εάν:  
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1. μειώσουμε την ταχύτητα υ,  

 
Σχήμα 14. Το προφίλ των ταχυτήτων ροής. Το νερό "κολλάει" στα τοιχώματα του σωλήνα.  

Η ταχύτητα είναι μηδέν στα τοιχώματα και μέγιστη στον άξονα 

 
2. μικρύνουμε τη διάμετρο δ,  
3. μειώσουμε την πυκνότητα ρ του υγρού,  
4. αυξήσουμε το συντελεστή ιξώδους η.  

 Όπως αποδεικνύεται θεωρητικά για ροή πραγματικού Νευτώνειου κυλινδρικού τμήματος 
ρευστού ακτίνας r και μήκους l, που ρέει σε κυλινδρικό σωλήνα ακτίνας R, με την υπόθεση 

ότι η ροή είναι μόνιμη και στρωτή, η ταχύτητα ροής λόγω συμμετρίας (σχήμα 14), θα είναι 
μόνο συνάρτηση της απόστασης r από τον άξονα (Χόρτης, 2015) και δίνεται από τη σχέση: 
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    (15) 

Η παραπάνω σχέση, μας λέει ότι η ταχύτητα ροής υ(r), είναι δευτέρου βαθμού ως προς r, 
πράγμα που σημαίνει ότι η γραφική της παράσταση στο επίπεδο x-z, θα είναι μια παραβο-
λή και στο χώρο θα έχουμε μια επιφάνεια παραβολική εκ περιστροφής (σχήμα 14). Όπως 
φαίνεται από τη σχέση (15), η ταχύτητα στον άξονα του σωλήνα (r=0) είναι μέγιστη και ίση 
με:     
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   (16) 

Σύμφωνα με το νόμο Poiseuille, η παροχή του σωλήνα δίνεται από τη σχέση: 
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   (17) 

Συχνά μας ενδιαφέρει κυρίως η μέση ταχύτητα της ροής διαμέσου ενός σωλήνα παρά η 
ταχύτητα κατά μήκος κάποιας ιδιαίτερης γραμμής ροής. Η μέση ταχύτητα ροής   σε κάθε 

διατομή είναι η παροχή Π, διαιρούμενη με το εμβαδόν της διατομής, δηλαδή 



 . Η 

μέση ταχύτητα μπορεί επίσης να θεωρείται σαν η μέση τιμή από τις ταχύτητες σε κάθε 
σημείο μιας διατομής. Για τη χωρίς τριβές ροή που περιγράφει η εξίσωση Bernoulli, η 
ταχύτητα σε κάθε σημείο μιας διατομής είναι ίση με τη μέση ταχύτητα, οπότε   . Αυτό 
δεν είναι σωστό για ροές όπου η τριβή δεν είναι αμελητέα (Middleton et al. 1994). Από τη 
σχέση (17), μπορούμε να υπολογίσουμε μέση ταχύτητα ροής  :  
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   (18)                                             

Συγκρίνοντας τις σχέσεις (16) και (18) παρατηρούμε ότι 2/max  . Συνεπώς, αυτός είναι 

ένας σημαντικός λόγος για τη μεγάλη απόκλιση που προκύπτει με την τιμή της ταχύτητας 
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εκροής ενός υγρού από οπή, συγκρίνοντας τα αποτελέσματα της τελευταίας στήλης στους 
πίνακες 1, 2, 3, με βάση την 1η μέθοδο και στους πίνακες 4, 5, 6, με βάση τη 2η μέθοδο. 
Σύμφωνα με την 1η μέθοδο, το βεληνεκές που μετρήθηκε αφορούσε τη μέγιστη ταχύτητα 
εκροής από την οπή του κυλινδρικού δοχείου, ενώ η 2η μέθοδος, που βασίστηκε στην 
εφαρμογή της εξίσωσης Bernoulli αφορούσε τη μέση ταχύτητα εκροής  . 
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